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دا م 
تولید مقادیر تصادفی

آنهاویژگیوتصادفیاعداد
تصادفیاعدادتولیدنحوه

 ،مولد همنهشتی خطیLCM
مولد همنهشتی خطی ترکیبی
شدهتولیداعدادیکنواختیبررسیجهتهاییآزمون

آزمون مربع کاي
اسمیرنف-آزمون کالموگروف
شدهتولیداعداداستقلالبررسیجهتهاییآزمون

تعداد روندهاي صعودي و نزولی
تعداد روندهاي بزرگتر و کوچکتر از میانگین
 آزمون همبستگیAutocorrelation

یادآوري مطالب فصل هفتم
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تصادفیمقادیر
تصادفیمقادیرتولیدنحوه

تبدیل معکوس
 توزیع هاي پیوسته–CDFنمایی، یکنواخت، و : شکل ساده ...
 توزیع هاي پیوسته–CDFنرمال، بتا، گاما و : شکل پیچیده ...

تقریب -شیوه جدول گردCDF

 مجموعه کوچک و بزرگ(توزیع پیوسته تجربی(
توزیع گسسته تجربی
روش پیچش
 روش رد و قبول

خلاصه اي بر مطالب فصل هشتم

ثلاً م. از یک توزیع آماري مشخص پیروي می کنند: مقادیر تصادفی
توزیع نرمال با میانگین       و واریانس   

روش هاي تولید مقادیر تصادفی:
تبدیل معکوس-1
روش پیچش-2
روش رد و قبول-3

عداد براي تولید مقادیر تصادفی فرض می شود که یک منبع از ا•
.تصادفی در دسترس می باشد

جدول هاي موجود، مولد همنهشتی خطی (استفاده از یکی از روش هاي بحث شده •
LCM و(...

تولید مقادیر تصادفی

2

4
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روش تبدیل معکوس

5

Inverse-Transform Technique

 The concept:
 For cdf function: r = F(x)
 Generate r from uniform (0,1)
 Find x:

)(1 rFx 

ًودنماستفادهتوزیعیهربرايتوانمیراروشایناصولا.
تابعهککرداستفادهمعکوستبدیلروشازتوانمیزمانی

بتوانیسادگبهبطوریکهباشد،سادهنسبتاًتجمعیتوزیع
.نمودمحاسبه)(آنرامعکوس

هايتوزیعازگیرينمونهمنظوربهتوانمیراروشاین
جربیتهايتوزیعومثلثی،یکنواخت،ویبول،نمایی
.دادقراراستفادهمورد

لحاظازولیاستروشترینمستقیممذکورروش
.نیستروشکاراترینهموارهمحاسباتی

روش تبدیل معکوس

6

1F

Inverse-Transform Technique
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.  را بدست آوریدXتابع توزیع تجمعی متغیر تصادفی -1
.برقرار استXفرض کنید رابطه زیر در دامنه -2

توجه :R در مورد آن بحث شد7است که در فصل عدد تصادفی یک.
چرا تابع توزیع تجمعی را با : سوالRمی توان مساوي قرار داد؟

.بدست آیدRرا برحسب Xرا حل کنید تا مقدار معادله                   -3
طه زیر اعداد تصادفی یکنواخت را تولید و مقادیر مورد نظر را طبق راب-4

.بدست آورید

مراحل روش تبدیل معکوس
)(xFX

)(xFR 

)(xFR 

7)(1
ii RFX 

 نمونه گیري از توزیع نمایی با پارامتر
مثال: روش تبدیل معکوس



مال تابع چگالی احت
توزیع نمایی 










00
0)(

x
xe

xf
x

8

ی تابع توزیع تجمع
توزیع نمایی











 00
01)()(

x
xe

dttfxF
xx

X



متوسط تعداد رخدادها در واحد زمان و       میانگین زمان بین دو رخداد
)  مثلاً آهنگ ورود مشتریان. (می باشد

1


هدف ارائه شیوه اي براي تولید مقادیر                                می باشد که
1. توزیع نمایی داشته باشند 2 3, , ,...X X X
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مثال: روش تبدیل معکوس

9

Re X  1 Re X  1

)1ln( RX 

)1ln(1 RX 


)1ln(1
ii RX 



توزیع یکنواخت دارند، می توان ) 0و1(هر دو در فاصله R-1و Rاز آنجا که 
.از رابطه زیر نیز استفاده نمود

)ln(1
ii RX




1متر تولید مقادیر تصادفی نمایی با پارا: مثال

10

نماي ترسیمی روش تبدیل معکوس

0.9 ln(1 )
ln(0.1) 2.305

if R X R     
 

)1ln(1
ii RX 



)1ln( ii RX 

1

i 1 2 3 4 5
Ri 0.1306 0.0422 0.6597 0.7965 0.7696
Xi 0.1400 0.0431 1.078 1.592 1.468



12/7/2014

6

 و رسم ) مقدار تصادفی تولید شده200(با تهیه نمونه هاي بیشتر
مایی را با هیستوگرام مقادیر بدست آمده، می توان تابع چگالی توزیع ن

.تابع چگالی بدست آمده از روش تبدیل معکوس مقایسه نمود

1متر تولید مقادیر تصادفی نمایی با پارا: مثال

11
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نمونه گیري از توزیع یکنواخت

12
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

otherwise
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ختتابع چگالی یکنوا

توزیع تابع توزیع تجمعی
یکنواخت



12/7/2014

7

13

R
ab
aXXF 




)(
)()( RabaX )( 

مقادیربالارابطهاز،Rبرايمختلفمقادیرتولیدبا
.آمدخواهدبدستbوaبینیکنواختتصادفی

ii RabaX )( 

نمونه گیري از توزیع یکنواخت

مثلثینمونه گیري از توزیع
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مثلثینمونه گیري از توزیع

15
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مثلثینمونه گیري از توزیع

16

xx
ttdttxFxif

1

2

1 2
122

1)2(
2
1)(21  

2
)2(1)(

2xxF 


.به آن اضافه گردد1و 0، باید مقدار بین 2و 1براي محاسبه تابع توزیع تجمعی بین 
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مثلثینمونه گیري از توزیع

17

 10 xif RXRX 2
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

RXو        بوده و 0بین Rاست لذا، 1و 0بین Xچون  2
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مثلثینمونه گیري از توزیع
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ر در صورت ناتوانی مدلساز د: کاربرد توزیع هاي تجربی
لهیافتن توزیع مناسب تئوري براي داده هاي ورودي مسئ

جهت جمع آوري داده هاي تجربی:
نمونه گیري مجدد از داده هاي مشاهده شده
 درون یابی مابین کران داده هاي مشاهده شده
داده هاي در دسترس:

مجموعه کوچک
مجموعه بزرگ

نمونه گیري از توزیع هاي تجربی گسسته

19

20

 For a small sample set (size n):
 Arrange the data from smallest to largest

 Set
 Assign the probability 1/n to each interval
 The slope of each line segment is defined as:

 The inverse CDF is given by :

when

(n)(2)(1)  x xx 

ni ,...,2,1, x xx (i)1)-(i 
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n
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a iiii
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




چکمجموعه کو: نمونه گیري از توزیع هاي تجربی گسسته

n
iR

n
i


 )1(

0x (0) 
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بهنشانانآتشگروهپاسخمدتمورددرمشاهدهپنج
دراتاستشدهگردآوريدقیقه،حسببرکمکدرخواست

وسانیاننیرويتامیندربارهتحقیقبهمربوطسازيشبیه
ادهاستفموردنشان،آتشگروههايزمانبنديهايمشیخط

:ازاندعبارتهاداده.گیردقرار

المث-مجموعه کوچک : نمونه گیري از توزیع هاي تجربی

21

24.1,45.1,80.0,83.1,76.2

22

iaشیب احتمال تجمعی،
CDF

احتمال، 
PDF

)دقیقه(فاصله

4.00 0.2 0.2
2.20 0.4 0.2
1.05 0.6 0.2
1.90 0.8 0.2
4.65 1.0 0.2

24.180.0  x
45.124.1  x
83.145.1  x
76.283.1  x

80.00.0  x

المث-مجموعه کوچک : نمونه گیري از توزیع هاي تجربی
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23
71.01 R 8.05)(ˆ71.06.05

)1()(ˆ
413  ixFRixF

65.1)6.071.0(9.145.1))(ˆ( 31431  xFRaxX

المث-مجموعه کوچک : نمونه گیري از توزیع هاي تجربی

شافزایشدهتعیینهايبازهوگرددبیشترمشاهداتتعدادچههر
تعدادایشافزباامارودمیبالاترتجمعیتوزیعتابعبرآورددقتیابد،
.گرددمیبیشترنظر،موردبازهیافتنبرايجستجوهابازه

گرددگروهبنديفاصله50تا20بینمشاهداتاستبهتر.
مقدارکهکردیمفرضقبلمثالدرXگیردمیقرار2.76وصفربین.

:آنگاهگیرد،میقراردقیقه3وثانیه15بینپاسخهايمدتبدانیماگر

24
83.145.1  x

24.180.0  x
45.124.1  x

80.025.0  x

76.283.1  x
00.376.2  x

نسبت به این ترتیب به هر فاصله احتمال
.داده می شود

167.0
6
1


المث-مجموعه کوچک : نمونه گیري از توزیع هاي تجربی
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 What happens for large sample of data:
 Several hundreds or tens of thousand

 For a large sample set :
 Summarize into frequency distribution with small number of

intervals.
(equal intervals)
x(i-1) < x ≤ x(i) : ith interval

 Fit a continuous empirical cdf to the frequency distribution.
if ci-1 < R ≤ ci (ci : cumulative frequency)

Where 25

)()(ˆ
1)1(

1


  iii cRaxRFX

1

)1()(










ii

ii
i cc

xx
a

رگبزمجموعه : نمونه گیري از توزیع هاي تجربی گسسته

 مورد از مدت تعمیر نوعی ابزار که دچار 100فرض کنید
.خرابی شده در جدول زیر گردآوري شده است

26

شیب،
ai

ی، فراوانی تجمع
ic

فراوانی 
نسبی

فراوانی )ساعت(فاصله  i

1.61 0.31 0.31 31 1
5 0.41 0.10 10 2
4 0.66 0.25 25 3

1.47 1.00 0.34 34 4

5.00  x
0.15.0  x
5.10.1  x
0.25.1  x

المث-بزرگمجموعه : نمونه گیري از توزیع هاي تجربی
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27

توزیع تجربی که از داده هاي جمع
.استآوري شده بدست آمده

ل توزیع واقعی داده ها که شک
.آن را نمی دانیم

المث-بزرگمجموعه : نمونه گیري از توزیع هاي تجربی

تجمعیعتابشکللذااستصفرازبزرگترحتماًتعمیرزمانکهآنجااز
همهکهکنیممیفرض(.دهیممیتغییرزیربصورتراهاداده

).کشدمیطولدقیقه15کمدستتعمیرها

28

00 )( yxx
x
yy 




0 0

( 1) 1

ˆ( ( ))

( )i i i

xX x R F x
y

x a R c 


  


  

00 )( yxx
x
yR 




مدت تعمیر

عی
جم

ل ت
تما

اح

المث-بزرگمجموعه : نمونه گیري از توزیع هاي تجربی
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29

مدت تعمیر

عی
جم

ل ت
تما

اح

Consider R1 = 0.83:

c3 = 0.66 < R1 < c4 = 1.00

X1 = x(4-1) + a4(R1 – c(4-1))
= 1.5 + 1.47(0.83-0.66)
= 1.75

المث-بزرگمجموعه : نمونه گیري از توزیع هاي تجربی

30

)ia(شیب )ix(خروجی  icورودي   i

0.81 0.25 0 1
5.0 0.5 0.31 2
2.0 1.0 0.41 3

1.47 1.5 0.66 4
- 2.0 1.00 5

ا جاي از آنجا که از تابع معکوس              استفاده می کنیم، لذ: توجه
.ورودي و خروجی ها عوض شده است

ˆ ( )F x

المث-بزرگمجموعه : نمونه گیري از توزیع هاي تجربی
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:صادفیدستورالعمل استفاده از جدول قبل جهت تولید مقادیر ت

1-Rراتولید کنید.

:بعبارت دیگر. در آن قرار دارد بیابیدRرا که iفاصله -2

3-Xرا از رابطه زیر تولید کنید.
31

( )i i iX x a R c  

1 1
ˆ ˆ( ) ( )i i i iF x c R F x c    

المث-بزرگمجموعه : نمونه گیري از توزیع هاي تجربی

32

)ia(شیب خروجی ورودي i

0.81 0.25 0 1
5.0 0.5 0.31 2
2.0 1.0 0.41 3

1.47 1.5 0.66 4
- 2.0 1.00 5

33.0R 2 3
ˆ ˆ( ) 0.31 0.33 ( ) 0.41F x R F x     

2 2 2 2
ˆ( ( )) 0.5 5(0.33 0.31) 0.6X x a R F x       

)(ˆ
ixF

ix
y

x




المث-بزرگمجموعه : نمونه گیري از توزیع هاي تجربی
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 شکلCDFتعدادي از توزیع هاي پیوسته احتمال از فرم ،
:ساده اي برخوردار نیست، از باب نمونه

روش تبدیل معکوس براي این دسته از توزیع ها کاربرد ندارد.
تقریب : راه حلCDF
سرعت پایین محاسباتی: مشکل

با فرم پیچیدهتوزیع هاي پیوسته: روش تبدیل معکوس

33

نظیرنویسیبرنامههايزبانازبرخیدرGPSSامکان
جودودومریشهیاکسینوسسینوس،لگاریتم،محاسبه

.ندارد
روشازتواننمینماییمقادیرتولیدبرايصورتایندر

.نموداستفادهمعکوستبدیل
یمنرمالیانماییتصادفیاعدادتولیدبرايمواردایندر

گفتهیتجربتوزیعازگیرينمونهدرکهآنچهبامشابهتوان
.نمودعملشد،

الشیوه هاي جدولگرد براي تولید مقادیر نمایی و نرم
table-lookup procedure

34
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1جدول مربوط به مقادیر نمایی با میانگین 

35

جدول مربوط به مقادیر نرمال استاندارد

36
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داابتجدولگرد،روشاساسبرنماییمقادیرتولیدبراي
برو)X(کردهتولیدرا1میانگینبانماییتصادفیمقادیر
شدهادهدمیانگینبانماییتصادفیمقادیرزیر،رابطهاساس

.آوریممیبدسترا

ش تولید مقادیر تصادفی نمایی با میانگین     از رو
جدولگرد 

37



XY 

)40گین تولید مقادیر تصادفی نمایی با میان(مثال 

38

1636.0R

)(ˆ1636.0)(ˆ
32 xFRxF 

)( 2221 cRaxX 

179.0)1.01636.0(18.1104.01 X

16.7179.04040 11  XY

)1=میانگین (جدول مربوط به تولید متغیر تصادفی توزیع نمایی 
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مقدار دقیق با استفاده از روش تبدیل معکوس

)40تولید مقادیر تصادفی نمایی با میانگین (مثال 

39

15.7)1636.01ln(40)1ln(1
11  RY



i R Y) دقیق( Y) تخمینی( خطادرصد
1 0.1636 7.15 7.16 0.14
2 0.9040 93.74 93.76 0.02
3 0.1871 8.29 8.27 0.24
4 0.7824 61.00 60.90 0.16
5 0.5905 35.71 35.75 0.11
6 0.0500 2.05 2.08 1.38

صورتدراستبهتر
دقیقروشازامکان

گردداستفاده

معیارانحرافومیانگینبانرمالتصادفیمقادیرتولید

40



4879.0R

)(ˆ4836.0)(ˆ
1312 xFRxF 

)( 1212121 cRaxX 

031.0)42074.04879.0(52.22.01 X

  )031.0(1Y

جدول مربوط به تولید متغیر تصادفی نرمال استاندارد
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معیارانحرافومیانگینبانرمالتصادفیمقادیرتولید

41



ختلفبهره گیري از روابط پیشنهاد شده در کتب م: راه کار دوم

42

DISCRETE DISTRIBUTION

 All discrete distributions can be generated via inverse-
transform technique

 Methods:
 numerically: table-lookup procedure,
 Algebraically: a formula

 Examples of application:
 Empirical
 Discrete uniform
 Gamma

نمونه گیري از توزیع هاي گسسته
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ريبارگیسکويبرموجودهايمحمولهتعدادروز،پایاندر
ترتیب،به)احتمال(فراوانیبا2یا0،1شرکت،یکدر

بهشدهخواستهمشاوراناز.است0.20و0.50،0.30
کهایندنمطراحیمدلیبارگیريعملیاتکاراییبهبودمنظور
روزپایانهايمحمولهتعدادازبایستیمدلایجادبراي
.شودگیرينمونه

تجربی: نمونه گیري از توزیع هاي گسسته

43

F(x) P(x) X
0.50 0.50 0
0.80 0.30 1
1.00 0.20 2

تجربی: نمونه گیري از توزیع هاي گسسته

44
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218.0
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iii xXxFRxFIf  )()( 1

1)(73.0)( 2121  xXxFRxF
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تجربی: نمونه گیري از توزیع هاي گسسته

45















0.18.02
8.05.01

5.00

R
R

R
X

یکنواخت: نمونه گیري از توزیع هاي گسسته
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 )(1)( 1

RkX
k
xR 

 RkX 
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یکنواخت: گسستهنمونه گیري از توزیع هاي 

47

    88.71078.0 X78.0R

    13.01003.0 X03.0R

    33.21023.0 X23.0R

    107.91097.0 X97.0R

10kIf

یکنواخت: گسستهنمونه گیري از توزیع هاي 
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یکنواخت: گسستهنمونه گیري از توزیع هاي 

49

0)1(2  Rkkxx
a

acbbx
2

42 


)1(2
)1(1411 Rkk

x




2
)1(411 Rkk

x



لذا یک مثبت استXاز آنجا که 

.  ریشه آن قابل قبول است











 


2
)1(411 Rkk

x

یکنواخت: نمونه گیري از توزیع هاي گسسته
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امکان،نرمالتجمعیتوزیعتابعمعکوستابعآوردنبدست
.نیستپذیر

وزیعتازگیرينمونهبرايمعکوستبدیلروشبنابراین
.نداردکاربردنرمال

ارداستاندنرمالتوزیعازگیرينمونهبرايروشیادامهدر
.گرددمیارائه

ع نرمالتبدیل مستقیم براي نمونه گیري از توزی

51

التبدیل مستقیم براي نمونه گیري از توزیع نرم

52

2Zو 1Zدو متغیر تصادفی نرمال استاندارد 
ه را بصورتی که در شکل روبرو نشان داد

.شده ، در نظر بگیرید

cos1 BZ 

sin2 BZ 
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اگر:قضیهZ2آنگاهباشد،استانداردنرمالتصادفیمتغیریک(Z)داراي
.استآزاديدرجهیکبادوخیتوزیع

التبدیل مستقیم براي نمونه گیري از توزیع نرم

53

ni XXXYandXIf
i

 ....~ 21
2


2
...21

~
n

Y  

 222
1 coscos 1 BZBZ 

 222
2 sinsin

2
BZBZ 

2222

222222

)sin(cos

sincos
21

BB

BBZZ









التبدیل مستقیم براي نمونه گیري از توزیع نرم

54

2
2

2 ~ B )2(~2
2 Expon

:اریمدمیانگینبانماییتوزیعازگیرينمونهبرايمعکوستبدیلروشاز 

)ln(1 RX

 )ln2()ln(12 RBRB i 



2
2

22
2

2 ~)( 1 BZZ 

.است2میانگینبانماییتوزیعهمانآزاديدرجه2بادوخیتوزیع
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لذاشود،میتوزیعیکنواختطوربهو0بین،زاویهکهآنجااز
:داریم

التبدیل مستقیم براي نمونه گیري از توزیع نرم

55

2

R 2

)2cos()ln2( 211 RRZ 

sin2 BZ  )2sin()ln2( 212 RRZ 

cos1 BZ 

التبدیل مستقیم براي نمونه گیري از توزیع نرم

56
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ا پیچش توزیع احتمال جمع دو یا چند متغیر تصادفی مستقل ر
.توزیع متغیرهاي اصلی می نامند

وزیع به عبارت دیگر روش پیچش راهی است براي تعیین ت
یر احتمالی یک متغیر تصادفی بر اساس مجموع چند متغ

.تصادفی دیگر

 حالت خاصی از توزیع گاما(نمونه گیري از توزیع ارلنگ(
 ًنرمالتولید مقادیر تقریبا

CONVOLUTIONروش پیچش        METHOD

57

ارلنگتصادفیمتغیرXمتغیرجمع،)(پارامترهايبا
.باشدمیپارامترباکدامهرنماییمستقلتصادفی

داریمپارامتربانماییتصادفیمقادیرتولیدبراي:

)نمونه گیري از توزیع ارلنگ(: روش پیچش

58

 ,


 




1i iXX



)ln(1
ii RX


 






1
)ln(1

i
iRX

)ln(1
1






 i
iRX

درادیرمقتمامیابتدااستبهترکاراییلحاظاز
رفتهگلگاریتمیکبارسپسوشوندضربهم

.شود

2)()( 



  XVarXE
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وندشمیواردوسیعیانباربهتصادفیبصورتکامیونها.
درکامیون10پارامترباپواسنتوزیعاساسبرورودها
.شوندمیواردساعت

ومالیشسکوهايبهتناوببهراکامیونهاوروددربنگهبان
رایندفبررسیبرايتحلیلگريفرد.میفرستندجنوبی

بهکهکردهایجادمدلیجنوبی،سکويدرتخلیهوبارگیري
.استنیازمندجنوبیسکويدرورودهابینزمان

مثال-ارلنگنمونه گیري از توزیع :روش پیچش

59

مثال-ارلنگنمونه گیري از توزیع : روش پیچش

60

یورود به سکوي جنوب یورود به سکوي جنوب

یورود به سکوي شمال

وهاي از آنجا که ورودها بصورت پواسن است لذا فاصله زمانی بین ورودها به سک
.  شمالی و جنوبی داراي توزیع نمایی است

با)ارلنگ(گاماتوزیعدارايجنوبیسکويبهوروددوبینفاصلهبنابراین
:استزیرپارامترهاي

10,2   )ln(1
1






 i
iRX )ln(

10
1 2

1




i

iRX

217.0
937.0

2

1




R
R

65.9159.0)217.0937.0ln(1.0 X
ExcelExcel
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قضیه حد مرکزي:

 اگر متغیر تصادفیRi باشد) 0و 1(داراي توزیع یکنواخت در فاصله:

)نمونه گیري از توزیع نرمال(روش پیچش 

61
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)نمونه گیري از توزیع نرمال(روش پیچش 
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 12بسیاري از مراجع مقدارn=ل را به عنوان تقریبی مناسب براي نرما
:بودن رابطه قبل کافی می دانند پس
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 عدد تصادفی 12براي تولید یک مقدار تصادفی نرمال استاندارد به این روش، بایستی
.را از آن کم کرد6را با هم جمع و عدد 

به صورت براي تولید مقادیر تصادفی نرمال با میانگین و انحراف معیار خواسته شده
.زیر عمل می کنیم
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دقیقه7.3میانگینبانرمالتوزیعصندوقیکدردهیخدمتهايمدت
باتوزیعاینازتصادفیمقداریک.دارد2دقیقه7.11واریانسو

.آوریدبدستراپیچشروشازاستفاده

)نمونه گیري از توزیع نرمال(روش پیچش 

63

8803.0,6430.0,7350.0,1699.0,7484.0,1816.0
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ExcelExcel

جملهدوتوزیعازگیرينمونهجهترویکردیکپیچش،روشاساسبر
.نماییدارائهاي
راهنمایی:

پارامترهايباايدوجملهتوزیعPوn،جمعحاصلnبرنولیتوزیع
.باشدمیPپارامتربا
باشدمیزیرصورتبهبرنولیتوزیعاحتمالتابع.

:تمرین
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حل مسائل فصل هشتم کتاب
)ویرایش نخست و چهارم(

65


